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第 1 讲  一阶微分方程 

方程 1  可分离变量方程 

 d ( ) ( )
d

y
f x g y

x
   

※ 解法 

对方程作变换，使得左边只有 y ，右边只有x ，然后两边作积分 

 d ( )d
( )
y

f x x C
g y

     

如果有初值条件 ( )0 0y x y ，要求特解，则可以直接采用定积分的形式 

 d ( )d
( )0 0

y x

y x

y
f x x

g y
    

或者解出通解后代入初值条件求出C  

若存在 *y 使得 ( )*g y  0，则需要单独讨论 *y y 是否为原方程的解 

※ 细节注意 

① 积分得到对数时，注意要加绝对值 

② 对数一般要指数化处理，去掉对数符号 

③ 去除绝对值时，要在一侧加“±” 

④ 任意常数的函数大概率依然是任意常数，可以整体替换成一个符号（见例题） 

例 （20-21 夏） d ( )
d

21y
y x

x
   

解    这是一个可分离变量的方程，分离变量得到 

d d21
y

x x
y




 

        积分 

21 1ln
1 2

y
x C

y


 


 

        移除对数符号与绝对值 
21

21
1

xCy

y





e e  

        令 Cc e 为任意常数，得到通解
21

21
1

xy
c

y





e  
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方程 2  齐次方程 

若分子、分母的每一项的变量次数（x y次数之和）都相同，就是齐次方程 

 d ( )
d

y y
f

x x
   

※ 解法 

代入 /u y x ，得到关于 u 和x 的可分离变量方程 

d d( ) ( )
d d

y uxy y u
f u x f u

x x x
     

例  （23-24 夏） 2 22 4 3xyy x y   ， (1) 1y  . 

解 稍作整理发现是一个齐次方程： 

2 24 3
2

x y
y

xy

  

于是令 y ux ： 

d
d

24 3
2

u u
u x

x u


   

     分离变量： 

d d2

2 1
4

u
u x

xu



 

     积分，并作代换，得 
2 3 24y Cx x   

     代入初值 (1) 1y  ，得 5C  ，因此 
2 3 25 4y x x   
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方程 3  一阶线性方程 

 d ( ) ( )
d

y
p x y f x

x
    

※ 解法 

直接套公式即可 

 
( )d ( )d

e ( )e d
p x x p x x

y f x x C
     

  
   

若已知初值 ( )0 0y x y ，则解可以写成 

 
( )d ( )d

e ( )e d0 0

0
0

x ζ

x x
p ξ ξ p ξ ξx

x
y f ζ ζ y

      
  
   

见“伯努利方程”一节的例题 

  



第 1 讲  一阶微分方程求解 《常微分方程》通关攻略 Savia  第 4 页 

方程 4  伯努利方程 

 d ( ) ( )
d

ny
p x y f x y

x
    

※ 解法 

令  1 nz y  ，代入换元，得到 z 关于 x 的一阶线性微分方程 

 d ( ) ( ) ( ) ( )
d

1 1z
n p x z n f x

x
      

注意，当 0n 时，不要忘了 0y  也是一个解 

例  （20-21 夏） d
d

24y
x y x y

x
  . 

解 两边先同除x ： 

4y
y x y

x x
 

d
d

 

     注意到这是伯努利方程，其中n 
1
2
，因此两边同除 y ，并令 z y  

1 4y
y x

x xy
 

d
d

 → 2
2

z x
z

x x
 

d
d

 

     代入一阶线性方程的通解公式 
2 2

2 2 2ln
2

x x
x x

x
z x C x x Cx

         
 


d d
e e d  

     因此 

( )lny z x x Cx  2 2 2 2 2  
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方程 5  全微分方程 

 ( , )d ( , )d 0M x y x N x y y    

※ 解法 

首先看下能不能化成方程 1~方程 4 的类型，如果不能再按全微分方程解 

① 检查是否有 x yM N  ，若有，则方程左边恰好是某二元函数 ( , )u x y 的全微分，跳转至③ 

② 方程左右两边同乘一个积分因子 ( , )μ x y ，使 ( , )d ( , )dμM x y x μN x y y 变成全微分 

   · ( , )μ x y 比较难求，考试一般考查 ( )μ x 或 ( )μ y  

     若 y xM N

N

 
只和x 有关，则积分因子为 ( )μ x ，且

( )
( )

y xM Nμ x

μ x N

 
  

     若 x yN M

M

 
只和 y有关，则积分因子为 ( )μ y ，且

( )
( )

x yN Mμ y

μ y M

 
  

   · 由此解出μ，然后得到全微分 

③ 由全微分积分得到通解 ( , )u x y C （此处不再介绍曲线积分方法，只介绍简单的积分法） 

   由 u
M

x





，先对M 的 x 积分，则有 

( , ) ( , )d ( )u x y M x y x φ y  （任意 y 函数） 

   再由 u
N

y





，对得到的 ( , )u x y 求导，有 

( , )d ( )N M x y x φ y
y

  
   

   与已知的 ( , )N x y 比对，可以解出 ( )φ y ，从而得到 ( )φ y （注意要包含 C），最后得到原函数 

例 5  （23-24 夏） ( )d ( )d2 33 1 0y xy x xy y     

解 该全微分方程经检验不是全微分，需要乘上积分因子，计算得到 

( )2

2 3

2 9 3
3

x yN M y y xy

M yy xy

    
 


 

     因此积分因子为 ( )μ y ，且 

( )
( )

3μ y

μ y y


   →  3

1
μ

y
  

     两边同乘 3

1
μ

y
  

( )d ( )d3 2

1 13 0x
x x y

y y y
     

     求通解： 
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( , ) ( )d ( ) ( )x
u x y x x φ y x φ y

y y
      21 33

2
 

2 3 2 3

1 1u x x
φ y φ y

y y y y y

       


( ) ( )  

     解得 2

1
2

φ y C
y

 ( ) ，因此最终通解为 

2
2

3 1
2 2

x
x C

y y
    

BONUS 解微分方程的技巧 

※ 换元法 

齐次方程中我们令 /u y x ，伯努利方程中我们令 nz y  1 ，实际上，还有很多看似类型不明的方程

可以用换元法换元成已知类型 

① 换元为可分离变量方程 

例 1  （20-21 夏） 2cosy
x y

x
 

d ( )
d

 

解 令 u x y  ，则 d d
d d

y u

x x
 1，代入： 

21 cosu
u

x
 

d
d

 → 2 21 cos sinu
u u

x
  

d
d

 

2sin
u

x
u


d d  

     积分： 

cot u x C    

     将u x y  代回，得到通解为 

cot x y x C   ( )  

② 换元为齐次方程 

例 2  （20-21 夏） d ( )
d

222
1

y y

x x y




 
 

解    解方程组
y x

x y y

            

2 0 3
1 0 2

，于是令 

X x 3  Y y 2  

        代入原方程： 

2 2/2 2
/ 1

Y Y Y X

X X Y Y X
 

 
d ( ) ( )
d

 

        令 /u Y X ： 

22
1

u u
u X

X u
 


d ( )
d
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2

2

2 1
1

u u X
u

Xu u

 


 
dd

( )
 

        积分 

2

1 2
1

X
u

u Xu
  

 
d( )d  

2arctan ln| |u Y C    

        代回x 和 y ： 

22arctan ln| 2|
3

y
y C

x


   


 

※ 倒反天罡 

将 ,x y的地位互换，本来看不出类型的方程可能就变成了 x 关于 y的一阶线性方程或其它方程 

例 3  （23-24 春） d
d ( )2 2 1

y y

x x x y



 

解 这个方程不是常规类型中的一种，观察发现右侧分母复杂，分子很简单，因此尝试取倒数 

d ( )
d

2 2
31 1x x x y

x y x
y y y


    

     整理得到伯努利方程 

d
d

31x
x x y

y y
   

     因此令 2z x ，则 

d
d

2 2z
z y

y y
   

     解得 

d d
e e d

2 2
2 22 2 ln| |

y y
y yz y y C y y Cy

          
  
  

     解得 

2 2

1 2 ln| |y C
x y

   

     此外， 0y  也是一个解 
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第 2 讲  可降阶的二阶微分方程 

方程 6  缺少 y 的二阶微分方程 

 ( , )y f x y    

※ 解法 

令 y p  ，则原方程变成 p 关于x 的一阶微分方程 

( , )p f x p   

求解出 p 后再积分得到 y，此方法可适用于更高阶的微分方程（见例题） 

例 （20-21 夏） 212 6y y x     

解 令 y p  ，则有 d
d

212 6p
p x

x
    

d d
e e ( )d ( ) e2 2

1 112 6 6 2 4 3
x x xp x x c x x c

           
  
  

     两次积分得到 

[ ( ) e ]d d e2 4 3 2
1 1 2 36 2 4 3 4 9x xy x x c x x x x x c c x c              

 

方程 7  缺少 x 的二阶微分方程 

 ( , )y f y y    

※ 解法 

① 令 y p  ，则 d
d
p

y p
y

  ，代入方程，将其化为 p 关于 y的一阶微分方程 

d ( , )
d
p

p f y p
y
  

② 求解该方程，得到 d ( )
d

y
p φ y

x
  ，分离变量再解出 y  

例  （23-24 夏）求解 ( )2yy y yy    ， (0) 1y  ， (0) 2y   

解    令 y p  ，则有 

d
d

2p
yp p yp

y
   → d

d
1p p

y y
   → d

d
1c y

p y
y x

    

        再积分得到 

d d2
1

y
y x

y c



 → e2 2

1 2
xy c c   
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第 3 讲  高阶常系数线性微分方程求解 

方程 8  高阶常系数齐次线性微分方程 

 d d d
dd d1 1 0

n n

n nn n

y y y
a a a y

xx x        

※ 解法 

① 求解特征方程，得到n 个特征根 

 ( ) 1
1 1 0n n

n nD λ λ a λ a λ a
        

② 得到每个特征值对应的特解 , ,1 ny y  

   若 λ为 k 重实特征根，则其对应 k 个特解： 

e e e e2 1λx λx λx k λxx x x 
  

   若 1λ 、 2λ 各自为 k 重复特征根 iα β ，则其对应以下 2k 个特解 

e cos e cos e cos1αx αx k αxβx x βx x βx
  

e sin e sin e sin1αx αx k αxβx x βx x βx
  

③ 将特解线性组合，得到通解 

1 1 2 2 n ny c y c y c y     （ , ,1 nc c 为任意常数） 

例 1  （23-24 春） d d d d
dd d d

4 3 2

4 3 22 3 2 0y y y y
y

xx x x
      

解 列出特征方程 

4 3 22 3 2 1 0λ λ λ λ      

     找不到显著的实数解，观察五项的系数，发现呈对称关系，可能是某多项式的平方，猜想是 

( )2 21 0λ aλ    

     展开后为 ( )4 3 2 22 2 2 1 0λ aλ a λ aλ      ，比较系数发现 1a  ，因此 ( )2 21 0λ λ    

     解得 i
1 2

1 3
2

λ λ


  ， i
3 4

1 3
2

λ λ


  ，也就是 1
2

α ， 3
2

β ，因此四个特解分别为 

e cos e cos e sin e sin
1 1 1 1
2 2 2 23 3 3 3

2 2 2 2
x x x x

x x x x x x  

     通解 

e [( )cos ( )sin ]
1
2

1 2 3 4
3 3

2 2
x

y c c x x c c x x     
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方程 9  二阶常系数非齐次线性微分方程 

 d d ( )
dd

2

2

y y
p qy f x

xx
     

※ 解法 

① 先求出对应的齐次方程的通解 

   二阶常系数齐次线性方程可以直接根据下表得出通解 

情况 1y  2y  通解 

1 2λ λ   e 1λ x  e 2λ x   e e1 2
1 2

λ x λ xy c c    

1 2λ λ   eλx  eλxx   ( )e1 2
λxy c c x    

iλ α β   e cosαx βx  e sinαx βx   e ( )1 2cos sinαxy c βx c βx    

② 根据 ( )f x 的类型设特解 *y ，代入原方程求待定系数 

( )f x   *y  说明 

( )eax
mP x   ( )ek ax

mx R x   
( )mP x ： x 的m 次多项式 

k ： a 在特征方程中的重根数 

e [ ( ) ( ) ]cos sinαx
m lP x βx Q x βx   e [ ( ) ( ) ]cos sink αx

h hx R x βx S x βx   
{ , }maxh m l   

k ： iα β 的特征方程重根数 

( ) ( )1 2f x f x  分别求出 ( ) ( )1f x f x 和 ( ) ( )2f x f x 的特解 *
1y 和 *

2y ，则 * * *
1 2y y y   

例  （教材例题）求方程 e sin 2xy y x  的通解 

解 · 求齐次通解：特征方程为 2 1 0λ   ，解得 1 1λ  ， 2 1λ  ，因此齐次通解为 e e1 2
x xc c   

     · 求非齐次特解：注意到 e sin 2x x 中 , ,1 2 0a β m   ， ia b 在特征方程中无根，因此设特解 

e ( )* cos 2 sin 2xy A x B x   

       将 *y 代入方程，一通展开得到： 

4 cos 2 4 cos 2 4 sin 2 4 sin 2 sin 2A x B x B x A x x      

       比较系数，解得 1
8

A B  ，因此特解 e ( )* 1 cos 2 sin 2
8

xy x x   

     · 综上所述，非齐次通解为 e e e ( )1 2
1 cos 2 sin 2
8

x x xy c c x x     
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第 4 讲  高阶变系数线性微分方程求解 

方程 10  欧拉方程 

 d d d ( )
dd d

1
1

0 0 11

n n
n n

n nn n

y y y
a x a x a x a y f x

xx x




       

※ 解法 

作如下变换 

 ln| |t x   即  
e ,
e ,

0
0

t

t

x
x

x

  
  

代入可得到 

 
d d
d d

1y y

x x t
   

 d d d d d
d d dd d

2 2

2 2 2

1 1y y y y

x x t tx x t

             
  

于是原来的变系数线性方程成为了常系数线性方程 

例  （23-24 夏）求解 d d
dd

2
2

2 7 16 0y y
x x y

xx
   ， (-1) 1y  ， (1) 3y   

解 这是欧拉方程，可直接设 ln| |t x ： 

d d
dd

2

2 8 16 0y y
y

tt
    

2 8 16 0λ λ    

1 2 4λ λ   

( )e ( )4 4
1 2 1 2 ln| |ty c c t c c x x     

        由 (-1) 1y  ， (1) 3y  ，解得 1 1c  ， 2 8c  ，因此 

( ) 41 8 ln| |y x x   
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方程 11  二阶变系数齐次线性方程 

 d d( ) ( )
dd

2

2 0y y
p x q x y

xx
     

※ 若已知其中一个特解 1y  

将 1y 和 ( )p x 代入刘维尔公式即可得到通解 

 
( )d

e d1 1 2 2
1

1 p x x
y y c c x

y

    
 

   

※ 若 ( ) ( ) ( )22 4p x p x q x a    （常数） 

令 

( ) d
e 2

p x
x

y u
  

代入方程，得到 

 0
4
a

u u    

求解该方程即可得到通解 

方程 12  已知齐次通解的二阶变系数非齐次方程 

 d d( ) ( ) ( )
dd

2

2

y y
p x q x y f x

xx
     其中 齐次通解 ( ) ( )1 1 2 2y c y x c y x    

※ 解法 

求出朗斯基行列式 

 
( ) ( )

( )
( ) ( )

1 2

1 2

y x y x
w x

y x y x


 
  

然后按下式计算出非齐次特解 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )d ( ) ( )d
( ) ( )

2 1
1 1 2 2

y x y x
y x y x c f x x y x c f x x

w x w x

                    

 

例 1  （23-24 夏）求解 d d( ) ( )
dd

2
2

22 2 2 2 2y y
x x y x x

xx
        

解 思路：作为一个变系数方程，还不是欧拉方程，能用的方法只剩下一个了 

     · 先求齐次通解，将方程化为标准形式 

该方程类型的考查通常会和方程 11 结合，也就是要先用上面的方法求出齐次通解，再利用它们求非齐次通解 
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d d
dd

2 2

2

2 2 2
2 2

y y x x
y

x x xx

 
  

 
 

     · 检验 

( )
( ) ( )2 2

4 4 4 1 4
2 2x x

    
 

 

       满足常数变易法的要求，因此设 

d
e

1
2

2
x

x
u

y u
x


 


 

       于是对应的齐次方程转化为 

d
d

2

2 0u
u

x
   

        解该方程，并代回，得到两个线性无关的解 

e e,1 22 2

x x

y y
x x



 
 

 

      · 现在求非齐次特解，朗斯基行列式 

e e

( )
( )e ( ) e ( )

( ) ( )

2

2 2

22 2
23 1

2 2

x x

x x

x x
w x

xx x

x x





  
  

 

 

        代入公式，该方程的通解为 

e ee ( ) e ( )2 2
1 2

1 12 4 2
2 2 2 2

x x
x xy c x c x x

x x


                     

 

例 2  （17-18 春）已知 e
1

x

y
x

 是微分方程 d d
dd

2

2

2 0y y
y

x xx
   的一个特解，求方程 

d d
dd

2

2

2y y
y x

x xx
    

的通解 

解 直接将 e
1

x

y
x

 和 2
p

x
 代入刘维尔公式 

e e ee d2
1 2 1 2

x x x
xy c c x c c

x x x


        

     因此 

   

e e
( )

e e
2

/ / 2

/ /

x x

x x

x x
w x

xx x




  

 

     代入公式，得到非齐次方程的通解 

e e e e( ) e d e d
2

2 2
1 2 1 2

1 1 2
2 2

x x x x
x x x

y x c x x c x x c c
x x x x x

 
                       
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方程 13  幂级数法解二阶变系数非齐次方程（仅 1.5 学分） 

施工中 
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第 4 讲  线性微分方程组 

方程 14  常系数齐次线性微分方程组 

d
d
d
d

d
d

1
11 1 12 2 1

2
21 1 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n
n n nn n

x
a x a x a x

t
x

a x a x a x
t

x
a x a x a x

t

            









   或  
d
d

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

n n nn n

a a a x

a a a x

t

a a a x

   
   
   
       
   
         

x
Ax





   



 

※ 解法 

① 求矩阵A 的特征值 iλ （即解下面这个方程） 

 | | 0λ A E   

② 根据特征值的情况求出n 个线性无关特解 

特征值  线性无关特解 

单重实特征值 iλ   e iλ t
i ix ξ   

k 重实特征值 iλ  

· 先求解向量方程  ( )kλ A E v 0  ，得到 k 个向量 ( )
0
iv  

· 对每个 ( )
0
iv ，按递推式  ( ) ( )( ) 1

i i
j jλ  v A E v   求出 ( ) ( )

1 1~i i
kv v  

· 则 k 个特解为 

 ( ) ( )( ) e
1

0 !

jk
i λt i

j
j

t
t

j





 x v  1, ,i k    

共轭复特征值 iiλ α β   

· 取其中一个特征值，求出复数特征向量 ip q  

  则两个特解分别取 ( i )( i )e α β tp q 的实部、虚部 

 e ( ) ie ( )cos sin sin cosαt αtβt βt βt βt  p q p q   

例 1  （23-24 夏）求解 

d
d
d
d
d
d

3 2 2

5 4 2

5 5 3

x
x y z

t
y

x y z
t
z

x y z
t

         

 

解 ① 写出矩阵
3 2 2
5 4 2

5 5 3

 
 
     
 
 

A ，求特征值 
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( )( )( )
3 2 2

| | 5 4 2 1 3 2 0
5 5 3

λ

λ λ λ λ λ

λ


           


A E  

           解得 1 1λ  ， 2 3λ  ， 3 2λ   

     ② 求特征向量 

( )
2 2 2
5 5 2

5 5 1

 
 
       
 
 

A E ξ ξ 0   1

1
1

0

 
 
   
 
 

ξ  

( )
0 2 2

3 5 7 2
5 5 0

 
 
       
 
 

A E ξ ξ 0  2

1
1

1

 
 
   
 
 

ξ  

( )
5 2 2

2 5 2 2
5 5 5

 
 
       
 
 

A E ξ ξ 0  3

0
1

1

 
 
   
 
 

ξ  

     ③ 组合得到通解 

e e e e
3

3 2
1 2 3

1

1 1 0
1 1 1

0 1 1

iλ t t t t
i i

i

c c c c 



     
     
                
     
     

x ξ   或  
e e
e e e

e e

3
1 2

3 2
1 2 3

3 2
2 3

t t

t t t

t t

x c c

y c c c

z c c





       

 

方程 15  常系数非齐次线性微分方程组 

d ( )
d
d ( )
d

d ( )
d

1
11 1 12 2 1 1

2
21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n
n n nn n n

x
a x a x a x f t

t
x

a x a x a x f t
t

x
a x a x a x f t

t

               









   或  d ( )
d

t
t
 

x
Ax f  

※ 解法 

① 先求出对应的齐次方程组的n 个线性无关的特解，组成基本解矩阵 ( ) [ ]1 2 nt X x x x  

② 求解向量方程 ( ) ( ) ( )t t t X c f ，解出 ( )tc 后对其积分得到 ( )tc （含任意常向量 c ） 

③ 组合出通解 ( ) ( )t tx X c ，必要时代数初值条件解出 c ，得到特解 

例 2  （23-24 夏）求解 

d
d
d e
d

2

2

2 2 t

x
x y

t
y

x y
t

     

， (0) 1x  ， (0) 1y   
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解 ① 求齐次X ： 1 3λ  ， 2 1λ  ，对应 e3
1

1
1

t
 
    

ξ ， e2

1
1

t
 
    

ξ ，基本解矩阵 e e
e e

3

3

t t

t t

 
    

X  

     ② 求解 ( ) ( )t t Xc f ： 

e e
ee e

3

23

0
2

t t

tt t

   
          

c  

解得 e( )
e

t

t
t

     
 

c ，积分得 e( )
e

t

t
t

 
   
 

c c  

     ③ 组合出通解 

e e e( ) ( ) ( )
e e e

3

3

t t t

t t t
t t

   
           

x X c c   

        代入 (0) 1x  ， (0) 1y  ，解得
0
1

 
    

c ，因此特解为
e e

e

22 t t

t

x

y

   
 


